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2. Stationare Warmeleitung

Von stationarer Warmeleitung spricht man, falls sich die Temperaturen nur mit dem
Ort, jedoch nicht mit der Zeit andern. Der Warmestrom ist dann beztglich Ort und

Zeit konstant (Q =konstant). Die Warmestromdichte kann dagegen ortsabhéngig
sein.

2.1  Warmeleitung durch einschichtige Wande

Im Folgenden wird die Warmeleitung in einer einschichtigen Wand betrachtet, die
entsprechend Bild 2-1 als Platte, Hohlzylinder oder Hohlkugel ausgebildet sein kann.
Dargestellt ist der Fall, dass Warme von innen nach auBen geleitet wird. Die Kbrper
haben die Dicke s bzw. ry — r;. Die Oberflachentemperaturen seien jeweils mit T, (au-

Ben) und T. (innen) vorgegeben. Fir den Warmestrom gilt

Qz_;vﬂ.A (2-1)
dx

Die Randbedingungen sind dann

T(x=s)=T, bzw. T(r=r)=T und

a

T(x=0)=T bzw. T(r=r)=T.
Far den Warmestrom ergibt sich damit

: Ta_Ti

Q=-A-A. T-T (2-2)

=-A-A- .
X

Platte Hohlzylinder Hohlkugel
%

Bild 2-1:  Stationarer Temperaturverlauf in einer Platte, einem Hohlzylinder und
einer Hohlkugel



202

Beim Rohr und bei der Hohlkugel hangt die Flache vom Radius ab, so dass fiir den
Waérmestrom gilt

=—A-—A
Q p r

: aT (). (2-3)
Die Flachen betragen beim Rohr (Lange L)

Afr)=2-m-r-L (2-4)
und bei der Hohlkugel

Alr)=4-m-r2. (2-5)

Damit erhalt man aus der Integration

Q T-T T-T (2-6)

a | — |

A2l Inr/t Inr/r

bzw.

Q T-T T-T (2-7)

a | |

2.4 1/r,—1/r, 1/r=1/t’

Damit ergeben sich fir die Temperaturverlaufe die folgenden Gleichungen

T-T «x (2-8)
L== Platte),

Ta _Ti ( )

o (2-9)
T=T __ % (Hohlzylinder),
T-T
a 1 ni

i

11 (2-10)
T-T _r v
T T ] (Hohlkugel).

Bei der Platte ist somit der Temperaturverlauf linear, beim Rohr proportional In r und
bei der Hohlkugel proportional 1/r.

Aus dem FOURIERschen Ansatz

) dT
Y W
g dx
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erhdlt man als Warmestromdichte mit den Temperaturgradienten aus den Gleichun-
gen (2-8) bis (2-10)

. A

q=;(‘|’i—Ta) (Platte), (2-11)

ar)=—"-1T-T)  (Hohlzylinder) (2-12)

(2-13)

Aus den Gleichungen (2-2), (2-6) und (2-9) ergibt sich somit fir die Warmestrome

O=%-(Ti -T,)-A (Platte), (2-14)
Q= 7“r (T.=T,)-2-m-L (Hohlzylinder), (2-15)
In -2
|
Q:%-(Ti—Ta)-4-n (Hohlkugel). (2-16)
N

Haufig kann man zur Berechnung des Warmestroms durch Rohrwande anstatt der
komplizierteren Hohlzylindergleichung (2-15) die handlichere Gleichung (2-14) fur die
Platte verwenden. In diese muss dann die Dicke s =r, —r, und die mittlere Flache des

Holzylinders A, = 2-75-%-L eingesetzt werden. Das Verhaltnis

Q, (2-17)

gibt den Fehler an, der auftritt, wenn man statt des Warmestroms Q, fiir den Zylin-

der naherungsweise den Warmestrom Q, fir die Platte berechnet. Aus den Glei-
chungen (2-14) und (2-15) erhéalt man somit

o (2-18)
¢= 2 .
Inr—a I’—a+1

r r



204

Dieser Korrekturfaktor, mit dem der Warmestrom Q, multipliziert werden muss, um
den erwdhnten Fehler auszugleichen, hangt also nur vom Radienverhéltnis r, /1. des

Hohlzylinders ab. Im Bild 2-2 ist diese Abhangigkeit dargestellt. Man erkennt, dass
der Korrekturfaktor ¢ bei den in der Praxis Ublichen Radienverhaltnissen nur gering-

flgig von 1 abweicht.

1,0 —

0,99

0,98

0,97 ~

N

Korrekturfaktor ¢

0,96

0,95

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Radienverhaltnis r,/r,

Bild 2-2:  Korrekturfaktor ¢ zur Bericksichtigung der Krimmung einer Hohlzylin-
derwand

Im Allgemeinen ist r, /r, <13, so dass sich die Warmestrome um weniger als 0,5 %
unterscheiden. In vielen Fallen, und zwar insbesondere bei ,dinnwandigen“ Hohlzy-
lindern (z. B. Rohre), wird man deshalb auf diese Korrektur verzichten und zur Be-
rechnung des Warmestroms durch die Rohrwand die einfachere Formel (2-14) fur die
Waérmeleitung durch Platten heranziehen, wobei als Warmeubertragungsflache die
mittlere Hohlzylinderflache A, einzusetzen ist.

2.2 Warmedurchgang bei einschichtigen Wanden

In den meisten Féllen sind nicht die Oberflachentemperaturen T, und T,, sondern die
Umgebungstemperaturen T,; und T,, bekannt. Wird Warme von einem Medium auf

ein anderes Ubertragen, die beide durch eine Wand voneinander getrennt sind, so
muss die Warme zuerst von dem Medium mit der héheren Temperatur (konvektiv) an
die Wand Ubertragen, durch die Wand zur gegentberliegenden Seite geleitet und
von dort wieder (konvektiv) an das andere Medium abgegeben werden. Diesen ge-
koppelten Mechanismus aus Konvektion und Leitung bezeichnet mal als ,Wéarme-
durchgang®. Der sich dabei einstellende Temperaturverlauf ist qualitativ in Bild 2-3

dargestellt.



205

- N

wn

/]

O

m ——
o
—

x

=
©

Bild 2-3: Temperaturverlauf beim Warmedurchgang durch eine einschichtige
ebene Wand

Da beim stationdren Warmedurchgang der Warmestrom Q sich nicht mit dem Ort
andert, erhalt man fir die einschichtige Wand die drei Gleichungen

Q:(xi'A'(Tu,i_Ti)’ (2-19)
Q=2.A(T-T), (2-20)
Q=o,-A-(T,-T,.), (2-21)

zur Bestimmung der beiden unbekannten Oberflachentemperaturen und des gesuch-
ten Warmestroms. Eliminiert man die Oberflachentemperaturen, ergibt sich flr den
Wérmestrom

Q=k-A-(T,-T,), (2-22)
mit dem Warmedurchgangskoeffizienten

k= (Platte). (2-23)

+—+

>"m —_

1,5, 1
O(‘i a‘a
Fir Hohlzylinder und Hohlkugel geht man entsprechend vor, indem man in den Glei-
chungen (2-19) und (2-21) die jeweiligen Flachen (innen und auBen) nach den Glei-
chungen (2-4), (2-5) und fur Gleichung (2-20) die passende Gleichung fur die ge-
krummten Wénde einsetzt. Als Warmedurchgangskoeffizient erhalt man dann
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1 1 (2-24)

k= 3 T - (Hohlzylinder),
——+—-In2+
hi-Q A ho oy
k= 1 i (Hohlkugel). (2-25)

1 1(1 1] 1
2 ol Tt e
r--a ALlr r rs-o

Die Ortsabhangigkeit kirzt sich im Produkt k- A fur den Warmestrom heraus. Ist auf
einer der beiden Kérperseiten anstatt der Umgebungs- die Oberflachentemperatur
gegeben, so kénnen also die oben hergeleiteten Formel (2-23) bis (2-25) fir den
Waérmedurchgangskoeffizienten weiter verwendet werden, indem man den entspre-
chenden Warmeulbergangskoeffizienten unendlich setzt.

2.3 Warmedurchgang bei mehrschichtigen Wanden

Wénde von Apparaten, Reaktoren, Industriedfen, Rohleitungen usw. sind haufig als
mehrschichtige Wande ausgebildet. Eine Schicht bestimmt die Festigkeit (z. B Me-
tallwand bei Rohren, Steinwand bei Gebauden), eine andere Schicht dient als Isolie-
rung. Sie bestehen im Allgemeinen aus mehreren Schichten unterschiedlicher Dicke
und Warmeleiteigenschaften. Im Bild 2-4 ist beispielhaft flir eine dreischichtige ebene
Wand der Temperaturverlauf angegeben.

= X3

><"

Bild 2-4:  Schematischer Temperaturverlauf durch eine dreischichtige Wand

Bei stationdrem Warmedurchgang (also Q konstant) durch eine mehrschichtige Plat-
te (also A konstant) folgt aus dem FOURIERschen Ansatz

dr
dx

ar
dx

il

| (2-26)
dx ®’

—M |1 = -2, |2 ==\
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Aufgrund der unterschiedlichen Wéarmeleitkoeffizienten missen sich also an den Be-
rihrungsflachen die Temperaturgradienten sprunghaft andern, d. h. die Temperatur-
verlaufe haben dort einen Knick. Flr die benachbarten Schichten 1 und 2 erhalt man
beispielsweise

dT (2-27)
dx'" _ A

LI

dx '@

Das Verhaltnis der Temperaturgradienten ist also reziprok zum Verhéltnis der zuge-
horigen Warmeleitkoeffizienten.

Zur Berechnung der Warmestréme flr die Geometrien Platte, Hohlzylinder und Hohl-
kugel mit N Schichten geht man ebenso vor wie im vorherigen Abschnitt. Fir jede
zusatzlich Schicht erhalt man eine Gleichung fir die Warmeleitung durch diese
Schicht in der Form von Gleichung (2-20) zur Bestimmung der Zwischenwandtempe-
raturen T, T,, ... (vgl. Bild 2-4). Als Warmedurchgangskoeffizienten ergeben sich

dann

- fOr die mehrschichtige Platte

1 (2-28)
k: 1 N S 1 [
o ;;\’j A,
- fur den mehrschichtigen Hohlzylinder
1 1 (2-29)
A N N B
——+> —In24 '
- o j=1 7 ij My~ Oy
- fur die mehrschichtige Hohlkugel
1 1 (2-30)
= N1 (1o1) 1 T
1
+y — | ——— |+
I’iz'a‘i JZ=1:}\’J (ri,j ra,jJ raz'oca

Damit sind die Wéarmestréme wiederum nach Gleichung (2-22) mit den Flachen ge-
maB Gleichung (2-4) oder (2-5) bestimmbar. Die Temperaturen an den BerlUhrungs-
und den Oberflachen erhalt man, indem zunéachst der Warmestrom und dann nach-
einander die gesuchten Temperaturen aus dem Newtonschen Ansatz und dem FOU-
RIERschen Ansatz fur die jeweilige Schicht berechnet werden.

Will man auch beim mehrschichtigen Hohlzylinder den Warmestrom mit den Glei-
chungen fir die Platte bestimmen, so missen die auftretenden Korrekturfaktoren fir
jede Schicht errechnet werden.
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2.4 Warmewiderstande

Waérmestrom und Temrpaturdifferenz sind einander proportional. Bei einer einschich-
tigen Wand gilt

2-31
_T.-Q. ﬁ (2-31)

FUhrt man analog zur Elektrotechnik mit
R, = ﬁ (2-32)
einen Wéarmeleitwiderstand ein, so erhalt man die Beziehung

-T,=Q-R,, (2-33)
Temperaturdifferenz = Warmestrom x Warmeleitwiderstand
d. h. formal den gleichen Zusammenhang wie beim OHMschen Gesetz
AU, =1, -R,, (2-34)

Spannungsdifferenz = elektr. Strom x elektr. Widerstand.

In beiden Féllen spricht man von einer ,Potenzialdifferenz® (Temperaturdifferenz,
Spannungsdifferenz) als treibender Kraft, welche dem ,Strom® (Warmestrom, elektri-
schen Strom) proportional ist. Der Proportionalitatsfaktor ist der den Strom hemmen-
de Widerstand (Warmewiderstand, elektrischer oder auch OHmscher Widerstand).
Beide Vorgange unterliegen also den gleichen mathematischen GesetzmaRBigkeiten,
finden aber in verschiedenen physikalischen Systemen statt und sind damit, wie im
Kapitel 1 erlautert, analog.

BerUcksichtigt man in diesen Betrachtungen auch den Warmelbergang zu beiden
Seiten einer mehrschichtigen Wand, so erhalt man aus den Gleichungen (2-22) und
(2-28)

N (2-35)
T~ Tua = (A o, Z‘A N A aJ
Die Ausdricke in der Klammer
g Ao 226
bedeuten die Ubergangswiderstande zu beiden Seiten der Wand und
s, (2-37)
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den Warmeleitwiderstand. Man erhéalt dann

T, -T..=QZIR, (2-38)
wobei
*R=R, +ZR, +R,, (2-39)

und X R, der Warmeleitwiderstand einer mehrschichtigen Wand ist. Widerstande

beim Warmeubergang kénnen also ebenso addiert werden wie bei entsprechenden
elektrischen Vorgéngen.

Mit Hilfe von Warmewiderstanden lassen sich viele warmetechnische Zusammen-
héange sehr anschaulich darstellen. Dies wird an einem einfachen Beispiel, dem
Warmdurchgang durch eine Heizkérperwand mit Bild 2-5 dargestellt.

_ 1 _.s S
Ra’a_oai—-A R?L_A-K Ra’a_(aa+a€)-A
_ 1
Wand " 1Rya - 1Rea
S
Roa
Tu,i — R . R _.Tu,a
oL 2
, Rea
Q
RRRRERE = 1111111
Wasserstréomung Luftstrémung

Bild 2-5:  Ersatzschaltbild fir den Warmedurchgang durch die Wand eines Heiz-
kérpers

Auf der linken Seite flieBt Wasser mit einem Warmetbergangskoeffizienten von etwa
o, =5000 W/m?/K (siehe Tabelle 1-1). Die Wand aus Stahl besitzt einen Warmeleit-

koeffizienten von A =50 W/m/K (siehe Bild 1-2) und eine Dicke von s = 5 mm. Die
rechte Seite der Wand wird mit Luft umstrémt. Hier wird Warme sowohl durch Kon-
vektion als auch durch Strahlung abgefihrt. Beide Warmestréme sind unabhéngig
voneinander und UOberlagern sich somit, was durch die zwei parallel geschalteten
Ubergangswiderstande symbolisiert wird. Wird die Strahlung durch einen Wéarme-
Ubergangskoeffizienten entsprechend Gleichung (1-22) angendahert, so kénnen beide
WaérmeUlbergangskoeffizienten addiert werden. Hier wird angenommen, dass die
Summe beider WarmeUlbergangskoeffizienten den relativ hohen Wert von o, =50

W/m?/K hat. Die Oberfliche der Wand wird vereinfachend zu A = 1 m? eingesetzt.
Der Gesamtwiderstand
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10005 1)K ) ) K LK
TR=|— 4+ | =210 +1.104 +200-107*)— = 20310
(5000 50 5ojw ( )W w

ist folglich nur wenig gréBer als der Ubergangswiderstand zur Luftseite. Die durch die
Wand flieBende Wéarme wird daher hauptsachlich von diesem Widerstand bestimmt.
Eine Veranderung des Warmeubergangskoeffizienten auf der Wasserseite oder des
Waérmeleitwiderstandes der Wand wirde daher den Warmestrom kaum beeinflussen.
Nur eine Verbesserung des luftseitigen Warmeutbergangskoeffizienten vergrdBert die
Ubertragene Warme wesentlich. Eine technische MaBnahme hierzu ist die Anbrin-
gung von Rippen auf dieser Flache, worauf im folgenden Abschnitt eingegangen
wird.

Beispiel 2-1: Wirkung von Thermopanefenstern

Der Warmedurchgang durch Fenster mit Einfach- und Doppelverglasung (Thermo-
panefenster) soll mit einander verglichen werden. In der Skizze 2.1 ist der Tempera-
turverlauf durch das Fenster mit einer Scheibe qualitativ dargestellt. Die Innenraum-
temperatur sei 22 °C, auBBen sei windiges Winterwetter mit -10 °C. Die Scheibe habe
eine Dicke von 2 mm und einen typischen Wéarmeleitkoeffizienten von 1,1 W/m/K.
Innen wird Warme durch freie Konvektion und Strahlung an die Glasscheibe Ubertra-
gen. Nach Bild 1-6 betragt der WarmeUbergangskoeffizient bei freier Konvektion bei
einer Temperaturdifferenz zwischen der Wand und dem Fluid von 20 K etwa
4 W/m?/K. Der Warmeiibergangskoeffizient durch Strahlung betrdgt nach Bild 1-7
etwa 4,5 W/m?/K innen und 4 W/m?K auBen wegen der hier etwas geringeren Tem-
peraturen. Der Warmeubergangskoeffizient fir die windige (turbulente) AuBenstrd-
mung wird gemaB Bild 1-4 zu 25 W/m?/K abgeschatzt. Das zugehérige Ersatzschalt-
bild fur die Widerstande ist ebenfalls in der Skizze enthalten. (Die Sl-Einheiten wer-
den einfachheithalber teilweise weggelassen.)

Glasscheibe
A=1,1Wm/IK
29°0 Oy = 25 W/m3/K

\_ -10°C

2 mm
o; = 4 Wim?IK
o = 4,5 Wim?/K

ﬂ o, = 4 Wim?/K
2,5°C Y—\-2.8°C

Skizze 2.1:  Fenster mit Einfachverglasung

Fur den Warmedurchgangskoeffizienten ergibt sich somit
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1 1

1 1 2.10° 1
- = +
K o+,

= + =0,118+0,002+0,034 = 0,154
o,+o, 4+45 1,1 25+4

S
+—+
A

= k=65W/m?/K.

Der Widerstand der Warmeleitung durch die Glasscheibe ist also vernachlassigbar
klein. Die Warmestromdichte durch die Wand ist

& =k,-(T,-T,)=65-32 =208 W /m?®.
Far den Warmestrom gilt ebenfalls
G = (o +oy) (T -T,).

Daraus folgt fir die Temperatur der Scheibe an der inneren Oberflache

k
o, + Oy

T:,=T—

Wi 1

(T.-T,)=-25°C.

Aufgrund des geringeren Warmeleitwiderstandes ist die Oberflachentemperatur der
Scheibe auf der &uBeren Oberflache nur um etwa 0,3 K niedriger.

Da die innere Oberflache der Scheibe Minustemperaturen annimmt, gefriert die kon-
densierte Raumfeuchtigkeit. Es bilden sich sogenannte Eisblumen aus.

29°0 oy = 25 Wim?#/K

—\ Uy = AWIMIK Ry,
10°C
T

-6,7°C
k -10°C Rei ReL Rea

2cm
a; = 3,7 Wim?/K
o = 4,8 Wm?K

Skizze 2.2:  Thermopanefenster

In der Skizze 2.2 ist der Temperaturverlauf in einem Fenster mit Doppelverglasung
qualitativ dargestellt, wiederum mit zugehdrigem Ersatzschaltbild. Die Scheiben sol-
len einen Abstand von 2 cm haben. Die Warme muss nun durch den Luftspalt zwi-
schen den beiden Scheiben geleitet werden. Dieser Leitung ist eine Strahlung Uber-
lagert. Daraus folgt fur den Warmedurchgangskoeffizienten, wobei die Leitung durch
die Glasscheibe vernachlassigt ist

1 1 1 1
_ = + + .
kK o+o, A /s +o, o+,
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Der innere Warmeubergangskoeffizient durch freie Konvektion ist etwas geringer und
der durch Strahlung etwas héher als im vorherigen Beispiel, da die Temperaturdiffe-
renz zwischen der Luft und der inneren Scheibe geringer ist. Es wird angenommen,
dass die Summe beider gleich bleibt. Die Warmeleitfahigkeit der Luft betragt
0,026 W/m/K, der Warmeulbergangskoeffizient durch Strahlung zwischen den beiden
Scheiben etwa 4,2 W/m?/K. Damit folgt

LI NS B B B SO
k 37+48 0,026/0,02+42 25+4 85 13+42 29
=0,118+0,182+0,034 = 0,334

=k=30W/m?/K.

Der Warmedurchgangskoeffizient ist also durch die Doppelverglasung etwa halbiert
worden. Wie man erkennt, ist der Warmeulbergangskoeffizient durch die Strahlung
zwischen den Scheiben mit 4,2 etwa dreimal so hoch wie der durch die Leitung in der
Luft mit 1,3. Ein gréBerer Abstand der Scheiben zur weiteren Erh6hung des Warme-
leitwiderstandes hat also nur eine geringe Wirkung. Zudem tritt dann die Gefahr auf,
dass sich zwischen den Scheiben eine Umlaufstrémung durch freie Konvektion aus-
bildet, die den Widerstand wiederum verringert. Eine Erhéhung der Isolierwirkung
kann noch durch eine Evakuierung zwischen den Scheiben erreicht werden, was bei
Hochleistungsisolierbehaltern gemacht wird. Die Isolierwirkung der Scheiben kann
deutlich verbessert werden, wenn die Oberflache mit einem Metallfilm beschichtet
wird, wodurch der Emissionsgrad um ein Vielfaches abgesenkt werden kann. Daher
sind die Wande von Hochleistungsisolierbehaltern zusatzlich verspiegelt. Eine solche
Verspiegelung hat einen Emissionsgrad kleiner als 0,09, so dass die Warmestrah-
lung mehr als um den Faktor 10 verringert wird. Eine solche Hochleistungsisolierung
hatte flr dieses Beispiel einen Warmedurchgangskoeffizienten von

1 1 1 1

— = + + =0,239+2381+0,039 = 2,66
k 37+048 0+042 25+04

—k=038W/m2/K

also nur 1/8 des vorherigen Wertes.

Durch die Doppelverglasung wird die Warmestromdichte also etwa um die Haélfte ver-
ringert. Da in Deutschland die mittlere JahresauBentemperatur etwa bei 9 °C liegt, ist
der Warmeverlust durch das einfache Glasfenster deutlich kleiner als 208 W/m?,
Nimmt man als grobe Abschatzung an: eine mittlere Warmestromdichte bei Einfach-
verglasung 100 W/m?, eine Einsparung von 50 % bei Doppelverglasung und Heiz-
kosten von 6 Cent’/kWh, so ergibt sich eine Einsparung von 26 €/Jahr/m?. Der Aus-
tausch eines Fensters mit Einfachverglasung gegen ein Thermopanefensters nur aus
Isolierzwecken bendtigt also sehr lange Amortisationszeiten. Ein Austausch kann
sich jedoch auch aus anderen Grinden lohnen. Eine bessere Isolierwirkung kann
gegebenenfalls noch dadurch erreicht werden, dass durch den Einbau des neuen
Fensters Undichtigkeiten beseitigt werden. In jedem Fall wird durch ein Thermopane-
fenster die Behaglichkeit im Raum verbessert:



213

Erstens wird die Temperatur der inneren Scheibe erheblich angehoben. Dadurch ist
die Warmeabstrahlung von Personen an deren zum Fenster gewandten Seite gerin-
ger. Ist der Warmeverlust zu allen Seiten etwa gleichméBig, fuhlt man sich behagli-
cher als bei einem sehr ungleichmaBigen Warmeverlust. Dieser Effekt ist beispiels-
weise vom Lagerfeuer bekannt, bei dem man sich zur Aufwarmung des Rickens 6f-
ters umdreht. Zur Verringerung der Abstrahlung von Personen an das kalte Fenster
werden Heizungskérper unterhalb des Fensters angebracht. Bei Thermopane-
fenstern ist daher auch eine Ausdehnung dieser bis zum Boden méglich, da nun die
Heizkérper auch an anderen Wanden angebracht werden kdnnen.

Zweitens kondensiert an der inneren Scheibe auf Grund der erhéhten Temperatur
keine Luftfeuchtigkeit mehr. Ein Beschlagen der Fenster tritt nur noch selten auf.

Drittens vermindern Thermopanefenster deutlich den Larm von aufB3en.

Beispiel 2-2: Wirkung einer Hauswandisolierung

a) Die A, =10 m? groBe AuBenwand eines Raumes besteht aus einem sy = 38 cm
starkem Ziegelmauerwerk, dessen Warmeleitkoeffizient A, =0,75W/m/K be-
tragt. Die Raumtemperatur wird in der Heizperiode von ty =210 Tage/Jahr
durch ein Thermostat auf T, =22°C geregelt. Die durchschnittliche AuBentem-

peratur in der Heizperiode betragt T,, =4°C.
Wie groB ist der Warmestrom durch die Wand?

Die Warmeulbergangskoeffizienten auf der Innenseite der Wand durch freie Konvek-
tion und Strahlung werden jeweils zu etwa 4 W/m?/K angenommen, wie im Beispiel
zuvor. Die entsprechenden Warmeutbergangskoeffizienten auf der AuBenseite wer-
den zusammen mit 18 W/m?K angenommen. Damit folgt fir den Warmedurch-
gangskoeffizienten

4938 1 0125+0507+0056 = 0,688

1_1 s, 1_1
A, o, 8 075 18

k «

=k=146W/m?/K.

Das Mauerwerk besitzt hier den groBten Warmetransportwiderstand. Als Warme-
strom ergibt sich

Q,=k-(T,-T,)-A, =146-(22-4)-10 =263 W .

b)  Wie viel Liter Heizdl sind jahrlich mit einem feuerungstechnischen Wirkungsgrad
von 1, =0,92 zu verbrennen, um den Warmestrom durch die Wand auszuglei-
chen? Rechnen Sie mit einem Heizélheizwert von h, = 42,7 MJ/kg und einer
HeizGldichte von ps =0,85kg/l. Wie hoch sind die jahrlichen Brennstoffkosten

bei einem Heizdlpreis von 1,0€/1=12Ct/kWh ?
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Wand Wand Isolierung Isolierung Wand
Ay =075 =075 %,=0,04 =004 3xy=0,75Wm/K
22°C 22°C - 22°C | '
T\ N\ T\

17,3°C 21,1°C 21,1°C
01°C -
-1,9°C B 3.6°C

B \_ -4°C ; 3\_-4°C
Sy = 38 cm sy =38cm's, s = 1 sy = 38 cm

o; = 8 Wim?/K oy = 18 Wim3/K

Skizze 2.3:  Warmedurchgang bei einer Hauswand

Fur die in der Heizung hierzu verbrannte Olmenge gilt

Mg, -hy -7 =Q-t,,.

Daraus folgt fiir das Olvolumen

V. = Q-t, _263J/s-210Tage/Jahr-24h/Tag-3600s/h 143 1/ Jahr .

Ol

o Ny Ny 0.85kg/1-42,7MJ/kg-092

c) Es wird in Betracht gezogen, die AuBenwand mit einer s; = 12 cm starken Hart-
faserplatte mit einem Warmeleitkoeffizienten von A, = 0,04 W /m/K zu isolieren.
Um wie viel Prozent wirde sich der Warmeverlust verringern?

Der Warmekoeffizient berechnet sich in diesem Fall zu

al +—=+—-+—=0,125+0,507 + 3,000 + 0,056 = 3,69
O(‘i M

>>|§<n

1
a‘a

x| =
>|»

=k=027W/m?/K.

Der Wéarmestrom wirde sich also um 81 % auf 48,8 W verringern.

d) Ein Fachbetrieb verlangt fiir die WarmedammmaBnahme 50 €/m®. Nach wel-
cher Zeit hatte sich die Warmedammung der Wand amortisiert, wenn die Zinsen
durch staatliche Zuschisse kompensiert werden?

Die Kosten der Dammung betragen 10-50=500€. Pro Jahr werden
0,810-143 =116 Liter Ol hierfiir eingespart. Bei einem Heizdlpreis von 1 €/ hatten

sich also die Kosten nach 4,3 Jahren amortisiert. Bei einem Heizdlpreis von 0,8 €/1
betragt die Amortisationszeit 5,4 Jahre.
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e) Wie verandert sich die innere Oberflachentemperatur der Wand durch die War-
medammung bei einer winterlichen AuBentemperatur von -4 °C?

FUr die Warmestromdicht gilt
q= k(Tl _Ta)z Q; (Tl _Twi)'
Daraus folgt fur die innere Wandtemperatur

T,=T - (T-T,).
Q.

Ohne Warmedammung ergibt sich

T, = 22—%-(2%4): 17,3°C

und mit DAmmung

Ta =22—%-(22+4):21,1°C_

Die Wandinnentemperatur wird also durch die Dammung angehoben. Dadurch ver-
bessert sich wiederum die Behaglichkeit, da die Abstrahlung an eine groBe Flache
verringert wird. Dies macht sich besonders bemerkbar, wenn sich die kalte Wand
vornehmlich im Ricken der Personen im Raum befindet. Bei Raumen mit kalten
Wénden wird zu Erhéhung der Behaglichkeit oftmals eine hohe Raumlufttemperatur
eingestellt. Bei allseits warmen Wanden wird dagegen eine nicht so hohe Raumluft-
temperatur bendétigt. Dadurch wird zusatzlich der Warmeverluststrom durch die Wand
verringert. Dieser Effekt macht sich umso starker bemerkbar, je geringer die Wand
zuvor warmegedammt war.

f)  Was wirde sich andern, wenn das Mauerwerk innen anstatt auBen gedammt
wirde?

Am Verlustwarmestrom wurde sich nichts dndern, da die Warmewiderstande in Rei-
he geschaltet sind. Jedoch wird der Temperaturverlauf in der Wand abgesenkt. Da-
durch kann in der Wand Luftfeuchtigkeit kondensieren, was zu Schaden fihrt. Hier-
auf wird im Kapitel Stofftransport noch eingegangen werden. Daher dirfen Haus-
wande nur auBen isoliert werden.

Beispiel 2-3: Isolierung eines Heizungsrohres

Durch ein freiliegendes Heizungsrohr aus Kupfer (A =390W/m/K) mit einem Au-

Bendurchmesser von 40 mm und einer Wandstarke von 0,5 mm flieBt Wasser von
80 °C. Die umgebende Kellertemperatur sei 10 °C.
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a) Wie groB3 ist der Warmeverlust, wenn das Rohr zum einen blank ist und zum
anderen mit weiBer Farbe gestrichen ist, um nicht so aufzufallen?

Die Warmewiderstande durch den konvektiven Warmetbergang des Wassers
(oo >800W /m?/K) und die Leitung durch die Wand kénnen vernachlassigt werden,
wie bereits mit einem Beispiel gezeigt wurde. Daher wird der Warmeverlust lediglich
durch den auBeren Warmeltbergang bestimmt, der sich wiederum aus freier Konvek-

tion und Strahlung zusammensetzt. Fir die frei Konvektion ergibt sich aus Gleichung
(1-24) far die GraBhofzahl

Gr = 9L p,-p. _9g-(1/2-m-df /T, -1/T,
2

2

v P, v 1T,

wobei 1/2-7-d die Uberstrdmlange ist (halber Umfang),

_981-(1/2-7-0,04)° 1/283-1/353
(2.10*5)2 1/283

Gr =12-10°.

Die Strémung ist somit laminar, da Pr = 0,7 fur Luft gilt. Fir den Warmeubergangs-
koeffizienten erhalt man

M
1/2-1-d

%-N .057-Gr*.Pr'/

_ 2'0’02 .057-(1,2.10°)* 07" =82 W /m? /K.

-0,
Der Warmeulbergangskoeffizient durch Strahlung liegt flr angestrichene Rohre
(¢ =0,9) nach Bild 1-7 etwa bis 7 W/m?/K, da Farbanstriche nach Tabelle 1-3 einen
hohen Emissionsgrad aufweisen. Blankes Kupfer weist dagegen nur einen Emissi-

onsgrad von 0,03 auf, was zu einem Warmeilbergangskoeffizienten von etwa
0,2 W/m?/K fuhrt. Der spezifische Warmeverluststrom

Q,/L=n-d-(a+a,) (T -T,)
betragt folglich beim blanken Rohr

Q. /L=1-0,04-(82+0,2)-(80-10)=74W /m
und beim Rohr mit Farbe

Q,/L=1-0,04-(82+7,0)-(80-10)=134W /m.

Die Farbe erhéht also den Warmeverlust um etwa das Doppelte.
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b) Das Rohr wird mit einem Hohlzylinder aus Isolierschaum (A = 0,04 W /m/K) mit
einer Wandstarke von 2 cm Uberzogen. Wie ist die Wirkung?

Das Radienverhaltnis des Hohlzylinders ist 2. Damit kann nach Bild 2-2 die Warme-
leitung durch die Gleichung fur die Platte angenahert werden. Beachtet werden muss
jedoch dass die Warmeubergangskoeffizienten an der AuBenschale der Isolierung
von deren Temperatur abhangen. Diese Temperatur muss daher iterativ ermittelt
werden. Hier wird die Temperatur zu 20 °C abgeschéatzt. Der Warmeulbergangskoef-
fizient durch freie Konvektion berechnet sich nun wegen der geringen Temperaturdif-
ferenz aber héheren Uberstrémlange zu

_981-(1/2-7-0,08)° 1/283-1/293

or =1,66-10°
a=2"993 657 (166.10°.07)" = 45W /m? /K.
7-0,08

Der Warmelibergangskoeffizient durch Strahlung betragt ungefahr 4 W/m?/K, da die
Isolierung einen hohen Emissionsgrad besitzt. Der Warmestrom berechnet sich nun
zu

- 1
Qis“‘:n'dis' 1 Sis ( |_Ta)
+7
o+0o, A
1
=008 — +0,02-(80—10)—28,5W/m.
45+4 004

Man beachte, dass sich bei Rohren infolge der Isolierung die Warmeutbertragungsfla-
che vergréBert.

Die Isolierung verringert also den Verlustwarmestrom beim blanken Rohr um
1-28,5/74 = 60% sind beim angestrichenen Rohr um 1-285/134 =80%.

c) Hohlzylinder zur Heizungsrohrisolierung sind handelstblich in Baumarkten etc.
erhéltlich. Der Preis liegt in der GréBenordnung von 1 €/m je nach Durchmes-
ser. Wie lang ist die Amortisationszeit, falls man als Heimwerker die Zeit zum
Kauf und zur Installation als Hobby ansieht? Gehen Sie wie in einem vorherigen
Beispiel von einem feuerungstechnischen Wirkungsgrad von 0,92 und einem
Brennstoffpreis von 0,5-1€/1=6-12Ct/kWh aus.

Der jahrliche Olverbrauch ohne Isolierung betragt

Q't, _74J/s/m-3601/a-24h/d-3600s/d
Por Py -y 0,85kg/1-427MJ/kg- 0,92

V. = -691/a/m.

Ol
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Bei einer Verringerung um 70 % durch die Isolierung spart man jahrlich 25 bis
50 €/m. Die Amortisationszeit liegt also bei etwa 3 bis 6 Wochen.

2.5 Temperaturabhangiger Warmeleitkoeffizient

Ist die Temperaturdifferenz in dem festen Kérper sehr grof3, beispielsweise mehrere
hundert Kelvin, so kann der Warmeleitkoeffizient in der Regel nicht mehr als konstant
angenommen werden. Fur die Warmestromdichte gilt dann

. (2-40)

Der Temperaturverlauf in der ebenen Wand ist dann nicht mehr linear, sondern ge-
krimmt. Je héher der Warmeleitkoeffizient ist, desto niedriger muss der Temperatur-
gradient sein.

Zur Verwendung der bisherigen Gleichungen fir den Warmedurchgang empfiehlt
sich ein temperaturgemittelter Warmeleitkoeffizient geman

1 2 (2‘4')
.|_1 T

2 T

Zuerst wird der einfache Fall betrachtet, dass der Warmeleitkoeffizient durch eine
lineare Temperaturfunktion angenahert werden kann entsprechend

MT)=2,+a-(T-T,), (2-42)

wobei A, beispielsweise der Wert bei der Umgebungstemperatur Ty ist. FUr den mitt-
leren Wert folgt dann

v cM(M-T)+ar2-(M-T,F _, , (+T)_MT)+MT,) (2-43)
) T,-T, ° 2 2

Der mittlere Wert des Wéarmeleitkoeffizienten ist der Warmeleitkoeffizient bei der mitt-
leren Temperatur oder der gemittelte Wert der beiden Warmeleitkoeffizienten an den
Randern mit T1 und T,. Diese Werte sind von vornherein nicht bekannt sondern er-
geben sich aus der Warmedurchgangsberechnung. Diese muss daher bei tempera-
turabhangigen Warmeleitkoeffizienten in der Regel numerisch durchgefihrt werden.

Isolierstoffe weisen ein groBes Hohlraumvolumen und somit eine geringe Dichte auf.
In den Hohlrdumen wird Warme von Wand zu Wand durch Strahlung transportiert.
Dieser Transport steigt entsprechend Gleichung (1-31) fir den WarmeUbergangsko-
effizienten durch Strahlung etwa mit der dritten Potenz der Temperatur an entspre-
chend

MT)=2,+a-(T3-T2). (2-44)
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Fir diesen zweiten hier betrachteten Fall erhalt man somit fir den mittleren Warme-
leitkoeffizienten aus Gleichung (2-41)

- 2 3 (2-45)
=k0+%-u—a-T§' =k0+%T13-[1+£+[£J +[LJ }a-Tg.

A
T1 - T2 T1 1 T1

m

Ist wie bei Prozessen der Hochtemperaturtechnik die Temperatur T, viel héher als
die Temperatur T, so gilt ndherungsweise

a 246
A (T, >>T2)zk0+z-(T13—T§'). (2-46)

Beispiel 2-4: Ofenwandisolierung

In einem Tunnelofen zur Herstellung von Porzellan herrscht innen eine Gastempera-
tur von 1600 °C. Die Wand des Ofens besteht entsprechend der Skizze 2.4 aus einer
Mauer mit Feuerfeststeinen (Dicke sy = 0,2 m, A, =1 W/m/K), zur Isolierung aus
einer Schicht mit Fasermatten sg = 0,5 m und einer Stahlwand (ss=1 mm,
A, =40 W/m/K). In der Produktionshalle betragt die Lufttemperatur 20 °C.

Feuerfest
Mauer

Isolierwolle  Stahlwand

1600°C  pesmees
........
1505°C ks

50°C

e \ 20°C

Skizze 2.4: Warmedurchgang bei einer Industrieofenwand

a) Wie groB ist der Warmedurchgangskoeffizient und wie sieht der Temperaturver-
lauf in der Wand aus?

Die Warme wird vom Gas an die innere Wand Uberwiegend durch Strahlung tbertra-
gen. Nach Bild 1-7 ergibt sich bei 1600 °C ein Warmeubergangskoeffizient von etwa
500 W/m?/K. Der Warmeleitkoeffizient von Feuerfeststeinen steigt leicht mit der
Temperatur linear an (siehe Stoffwertebilder im Anhang). Der mittlere Wert bei
800 °C betragt etwa 1 W/m/K. Die Warmeleitfahigkeit von Fasermatten kann durch

A-=004+8-107"(T°-T?)
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angenahert werden. Als mittlerer Wert bei 1500 °C (Temperatur hinter Mauer) ergibt
sich aus Gleichung (2-46)

A, =o,o4+$=o,15 W/m/K.

Den Warmetransportwiderstand durch die Stahlwand kann man wiederum vernach-
lassigen. Der auBere Warmetbergangskoeffizient durch freie Konvektion und Strah-
lung wird jeweils zu 7 W/m?/K abgeschétzt. Damit folgt fiir den Warmedurchgangs-
koeffizienten

T_ 1 Su,Se

A 1,02, 05 1 4,02+333+007=360
K ag A, A @ 500 1 015 14

=k=028 W/m?/K.

Den Warmewiderstand bildet also hauptsachlich die Fasermatte. Fir die Tempera-
turdifferenzen gelten

AT = KAt
(04

max ? i max *
i 7\!

Die sich daraus ergebenden Werte der Temperaturen und der Verlauf sind in der
Skizze angegeben.

b) Was wirde passieren, wenn die AuBenwand zur weiteren Verringerung der
Warmeverluste mit einer Farbe aus Aluminiumbronze angestrichen wird?

Der auBere Warmelbergangskoeffizient wirde etwa halbiert werden. Der Warme-
durchgangskoeffizient wiirde sich um 2 % verringern. Die &uBere Temperaturdiffe-
renz wirde sich jedoch verdoppeln, so dass die Wand eine Oberflachentemperatur
von 80 °C bekédme. Diese Temperatur ist aus Sicherheitsgriinden zu hoch.
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2.6 Warmeleitung in Rippen

Wie das Beispiel flr die Warmewiderstande gezeigt hat, wird der Warmestrom durch
eine Wand oft nur durch einen einzigen Widerstand bestimmt, wenn namlich dieser
wesentlich grdBer ist als die Summe aller anderen Widerstande. Dies ist im allgemei-
nen dann der Fall, wenn auf der einen Seite einer Wand ein Gas, auf der anderen
hingegen eine Flussigkeit stromt. Der gasseitige Warmeubergangskoeffizient ist hgu-
fig sehr viel kleiner ist als der flissigkeitsseitige (Tabelle 1-1), und auBerdem kann
der Warmeleitwiderstand der Wand vernachlassigt werden. Der gasseitige und damit
der gesamte Warmetbergang lasst sich in diesen Fallen dadurch verbessern, dass
man die Warmeubertragungsflache durch Anbringen von Rippen vergrdBert, wie dies
z. B. bei Heizkdrpern oder Kihlrippen Ublich ist. Zur Dimensionierung solcher Rippen
muss bekannt sein, in welcher Weise die Warme von ihnen Ubertragen wird. Der
Temperaturverlauf und die Ubertragene Warme werden im folgenden Abschnitt be-
rechnet.

Bild 2-6 zeigt qualitativ den Temperaturverlauf 1angs einer stabférmigen Rippe mit
konstantem Querschnitt. Die Temperatur am Rippenful3 ist die Wandtemperatur T,_, .

Die Rippe hat die Lange L, den Umfang U und den konstanten Querschnitt A. Der
Warmeutbergangskoeffizient langs der Rippenoberflache und die Umgebungstempe-
ratur werden als konstant vorausgesetzt. Die Wéarmeleitung wird nur in x-Richtung
beriicksichtigt, d. h. es wird der Verlauf der Rippentemperatur als Funktion der
Langskoordinate x bestimmt. Diese Vereinfachung ist im Allgemeinen zulassig, da
die Lange von Rippen groB gegeniber ihrer Breite ist und damit die Temperaturan-
derung Uber dem Querschnitt vernachlassigt werden kann.

Wand

Querschnittsflache Ag

Umfang U,

0 L X
Bild 2-6: Warmeilbertragung an einer stabférmigen Rippe

In das Volumenelement A-dx flieBt durch Warmeleitung tUber die Querschnittsflache
A der Warmestrom Q, hinein und aus dem Element der Warmestrom (Q, +dQ, )

wieder heraus (TAYLORreihenentwicklung und Vernachlassigung der Glieder héherer
Ordnung). AuBerdem wird Uber die AuBenflaiche U-dx konvektiv der Warmestrom
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dQ, an die Umgebung (ibertragen. Im stationdren Zustand lautet folglich die Ener-
giebilanz

dQ, +dQ, =0. (2-47)
Fir den Warmestrom durch Leitung in der Rippe gilt

: dT 2-48
Q;Lz—;\.'AR'd—X, ( )

woraus fiir die Anderung

. dQ d?T (2-49)
dQ, =d—xk-dx =LA, -W-dx

folgt. FUr den konvektiv Ubertragenen Warmestrom gilt nach dem NEwWTONschen An-
satz

dQ, =a-Ug-dx-(T-T)). (2-50)

Damit ergibt sich aus Gleichung (2-47) die Dgl fir den Temperaturverlauf langs der
Rippe
B(T-T,) o-Ug (2-51)

_ (T-T)).
dx? A-AL T-T.)

Zur Lésung werden zwei Randbedingungen bendtigt. Am RippenfuB3 (x = 0) betragt
die Temperatur

T(x=0)=T,,. (2-52)

Am Ende der Rippe (x = L) wird angenommen, dass die Uber die Stirnflache Ubertra-
gene Warme vernachlassigbar klein ist. Daher kann hier der Temperaturgradient
gleich null gesetzt werden

LIRS 2:53)
dx
Mit diesen beiden Randbedingungen ergibt sich als Lésung der Dgl

(2-54)

o-U
cosh R -(L—x)}
T—Tu _ |: ;\'AR

Too—T .
=0 cosh| [% YR
A,

Far eine unendlich lange Rippe folgt hieraus mit dem Grenziibergang L — «
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T-T, o- Uy (2-55)
=exp| - X .
T,-T A-Ag

u

Diese Gleichung ergibt sich auch, wenn anstatt der Randbedingung (2-53) die Be-
dingung verwendet wird, dass bei einer unendlich langen Rippe die Temperatur an
der Spitze auf Umgebungstemperatur abgesunken ist

imT(x)=T,. (2-56)

X—>o0

Durch die Verlingerung der Rippe wird wegen der vergréBerten Ubertragungsflache
der an die Umgebung Ubertragene Warmestrom erhdht.

Fir diesen erhélt man
. L (2-57)
Qq = [(T(x)-T,)-a-Ug -dx..

0

Mit dem Temperaturverlauf aus Gleichung (2-54) folgt aus der Integration fir den von
der Rippe Ubertragenen Warmestrom

: /k-U o-U (2-58)
=o-(T_,—T,) Ag- R .tanh |—F.1%.
QR o ( x=0 u) R (X'AR an 7\.AR
Eine unendlich lange Rippe Ubertragt den maximalen Warmestrom
A-Ug (2-59)

Q... zll_iﬂloR =0 (T o= T,) Ag- aA,

Aus dem Verhéltnis Q./Qn. der Ubertragenen Warmestréme bei einer Rippe mit
endlicher Lange L zu einer mit unendlicher Lange kann man ersehen, welchen Anteil
des maximalen Warmestroms eine Rippe Ubertragt, d. h. wie gut ihr Wirkungsgrad
ist.

' . (2-60)
O =1, = tanh %-Up
Qk.. A-Ag

L2

Diese im Bild 2-7 dargestellte Abhangigkeit dient der Beurteilung, ab welcher Lange
der Rippe eine Erhéhung des Warmestroms nicht mehr im wirtschaftlichen Verhaltnis
zur Erhéhung des Materialaufwandes steht.
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Bild 2-7:  Ubertragener Warmestrom bei der Rippe in Abh&ngigkeit von ihrer Lange

Das Verhaltnis Umfang zu Querschnitt hangt von der geometrischen Form der Rippe
ab. Bei einer rechteckigen Rippe mit der Breite B und der Dicke sg gilt

Us=2-B+2-s, (2-61)
Ag =b-s, '

Daraus folgt

U, 2 ( SRJ (2-62)
=R =S 1438,

Im Allgemeinen sind Rippen dinn, so dass die Breite um eine Vielfaches gréBer als
die Dicke ist. Daher kann ndherungsweise

U, 2 (2-63)

gesetzt werden. Bei zylinderférmigen Rippen mit den Durchmesser dg gilt entspre-
chend

U, 4 (2-64)
“r (zyl) = 2.
AR( yl) o

Fir eine rechteckige Rippe erhalt man aus den Gleichungen (2-58) und (2-60) mit
Gleichung (2-63) flir den Warmestrom

5o (2-65)
‘Mg
o Sq

OR ZOC'(Tx=o_T )'AR'

und fur die Warmestromdichte
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A2 (2-66)
‘Mg

w=0o (T, -T,)
qR O(’(X:O u) (X'SR

mit dem Rippenwirkungsgrad

a2 (2-67)

= tanh
Nk A-s,

Die Warmestromdichte einer Rippe ist also umso héher je dinner diese ist. Je kleiner
die Dicke ist umso langer muss die Rippe sein um einen hohen Wirkungsgrad zu er-
halten. Folglich sind Rippen von Hochleistungskihlern, wie beispielsweise bei Kraft-
fahrzeugen und Motorrader, lamellenférmig ausgebildet.

oL
T
F m U
o S
+ k2
Sr
+
(0
o L -
P TW

Bild 2-8: Ebene Wand mit Rechteckrippen

Der gesamt von einer berippten Flache (siehe Bild 2-8) abgegebene Warmestrom
setzt sich naherungsweise zusammen aus den Warmestrom der unberippten Flache
Az und dem Wéarmestrom der Rippen

Q=q,-A,+Qs, (2-68)
wobei

qO =Q- (TX:O _Tu)

die Warmestromdichte der unberippten Wand ist. Der Abstand der Rippen sz muss
stets so groB sein, dass die Strémung zwischen diesen nicht behindert wird. Man
kann dann annehmen, dass die Uberstrémung der freien Oberflache und der Rippen

gleich ist und dass somit auch deren Warmeubergangskoeffizienten gleich sind. Fir
die Warmestromdichte einer berippten Wand folgt damit
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G__s s [h2 (2-69)
0, S,+Sq S,+Sz \a-sg
wobei die relativen Verhaltnisse der Dicken den relativen Flachenverhéaltnissen ent-

sprechen. Man erkennt hieraus, dass die Verstarkung des Warmestroms durch die
Rippe umso wirkungsvoller ist, je niedriger der Warmelbergangskoeffizient ist.

Rippen werden oft mit Querschnittsflachen gebaut, die sich mit der Lange x verrin-
gern, wie z. B. bei trapezférmigen Formen. In diesem Fall muss wegen A =f(x) die

Gleichung (2-48) partiell abgeleitet werden. Die Dgl (2-51) ist dann entsprechend
komplizierter und muss in der Regel numerisch integriert werden.

Auf entsprechende Weise kann man flr ein weiteres Anwendungsbeispiel berech-
nen, wie tief ein Messflhler in ein homogenes Fluid eingetaucht werden muss, damit
der Messfehler durch die Warmeiberragung Uber seine Anschlussleitungen nicht zu
groB3 wird.

Ein Mantelthermoelement mit dem konstanten Querschnitt A und dem konstanten
Umfang U ragt auf einer Lange L in ein Fluid hinein, wie es im Bild 2-9 veranschau-
licht ist.

0 . X

Bild 2-9:  Bilanz und Temperaturverlauf beim Thermoelement

Die gemessene Temperatur T _, an der Spitze des Elementes soll von der zu be-
stimmenden Fluidtemperatur T, nur um einen kleinen Wert 6 abweichen

T,-T,, =6. (2-70)

Bezieht man alle Gr6Ben auf die Temperaturdifferenz T,-T,_,, wobei T,_, die Tem-
peratur des Elementes an der Wand ist, so qilt fir den sogenannten Warmeleitfehler
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) (2-71)

nach Gleichung (2-47)

o lL —Iu _ 1 | (2-72)
0 U cosh au L
A-A

Dieser Zusammenhang zwischen dem Messfehler und der Eintauchtiefe des Ther-
moelementes ist im Bild 2-10 grafisch dargestellt.

1,0
; \
0,8 N

@ 06 >
< AN
0,4 AN

0.2 [~

0

(&)} |

0 1 2 3 4

loe-U

iy I}

A-A
Bild 2-10:  Messfehler des Thermoelementes in Abhangigkeit von seiner Eintauch-

tiefe im Fluid

Beispiel 2-5: Rippenwirkung
Ein Plattenwarmetbertrager zur Kihlung von Thermalél wird auf der kalten Seite mit
Luft angestrdmt, wobei sich ein Warmeiibergangskoeffizient von 50 W/m?/K einstellt.
Zur Intensivierung der Warmeabfuhr werden Rippen aus Stahl angebracht.

a) Der Abstand der Rippen soll 2 cm nicht unterschreiten. Als Rippendicke werden
2 mm gewahlt. Um welchen Faktor Iasst sich die Warmestromdichte erhéhen?

Der Warmeleitkoeffizient von Stahl betragt etwa 50 W/m?K. Der Wirkungsgrad wird
zu 80 % gewahlt. Damit ergibt sich aus Gleichung (2-69)

a_20 , 2 | 502 44 0911230=32.
q, 20+2 20+2 \50-0,002

Die Warmestromdichte wird also etwa um den Faktor 3 erhoht. Fir die hierzu ben6-
tigte Lange der Rippe folgt aus Bild 2-7 fir ng =0,8
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Hieraus erhalt man

L:\/”SR :\/50'0’002 ~0,032=232 mm.
o-2 50-2

Das Verhaltnis Lange zu Dicke betragt also

Hieraus ist ersichtlich, dass Rippen relativ lang sein missen.

b) Welche Verstarkung wirde man erreichen, falls durch strémungstechnische
MaBnahmen der Abstand der Rippe auf 10 mm verkleinert werden kénnte bei
einem gleich bleibenden Wirkdungsgrad von 80 %?

Aus Gleichung (2-69) folgt nun

Q_ 10 , 2 [ 502 15 (g83.422-50.
g, 10+2 10+2 \50-0002

Die Warmestromdichte wiirde also um den Faktor 5 erhdht. Hierdurch ist ersichtlich,
dass Rippen einen mdglichst geringen Abstand besitzen sollten.

c) Um welchen Faktor wirde der Warmstrom durch die Rippen erhéht, falls der
Warmelibergangskoeffizient nur 20 W/m?/K betragen wiirde?

Aus Gleichung (2-69) ergibt sich jetzt

Q_ 2 2 [ 502 45 091+364=45.
G 20+2 20+2 \20-0002

Die Wirkung einer Rippe ist also bei einem geringeren Warmetbergangskoeffizienten
starker. Die Lange betragt jetzt

L= MzSO mm.
V' 20.-2

Die starkere Wirkung muss mit einer gréBeren Lange und damit gréBerem Material-
aufwand erkauft werden.
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d) Fdr welche Dicke der Rippe erreicht die Warmestromdichte den maximalen
Wert? Wie veréndert sich dadurch die Menge des Materials fur die Rippen?

Zur Ermittlung des Maximums muss die Ableitung der Warmestromdichte (Gleichung
(2-69)) nach der Rippendicke zu null gesetzt werden

~ . . . 71/2 .
M:o:_ S, . 1 2'/;\423R.nR+0,5 Sg 22'%_
dsy (s, +s:)f (s, +sg) o S, +Sg o

Durch Umformung erhélt man

2
Snoqp 252 (1+°"ng .
Sz A Mg AMg

Es ergibt sich

S
TAMX — 078 =  Sg. =16 mm.
SZ

Damit folgt fir die Verstarkung der Kahlwirkung

q_ 20 , 16 | 50-2 45 456.395~45.
g, 20+16 20+16 |50-0016

Die Lange muss auf

L= Mzgo mm
\ 50-2

erhdht werden.

Far das Verhaltnis der Volumina der beiden Rippendicken von 2 mm und 16 mm gilt

wobei der Index die Rippe kennzeichnet und n die Anzahl der bendtigten Rippen ist.
Far dieses Verhaltnis erhélt man (A Flache der gesamten Wand)

A =N, '(Sz +SR2): Nig '(SZ+SR16)-

Damit ergibt sich far das Volumenverhaltnis
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Die Erhéhung der Warmestromdichte durch die dickeren Rippen um 50 % muss also
mit einem 14fach hdheren Materialaufwand erkauft werden, was sicherlich nicht wirt-
schaftlich ist. Mit diesem Beispiel soll verdeutlicht werden, dass die Warmestromdich-
te hinsichtlich Materialaufwand und damit auch Gewicht optimiert werden muss. Da
die Lange und die Dicke der Rippe auch im Wirkungsgrad enthalten ist, kann eine
solche Optimierung nur numerisch durchgefiihrt werden.

Beispiel 2-6: Messfehler Thermoelement

Die Rauchgastemperatur in der Abzugsleitung eines Konverters soll mit einem Ther-
moelement gemessen, das durch die feuerfest ausgekleidete Wand 5 cm tief in die
Strémung ragt. Das Rohr mit dem Thermoelement hat einen Durchmesser von 4 mm.
Das Thermoelement zeigt eine Temperatur von 1200 °C an. Die Wandtemperatur
betragt etwa 1000 °C.

a) Schétzen sie die tatsachliche Gastemperatur ab.
Der Warmeilbergangskoeffizient durch Strahlung und Konvektion wird zu 80 W/m?/K

abgeschatzt. Die Warmeleitfahigkeit von hochhitzebestandigem Stahl betragt etwa
20 W/m/K. Das Verhéltnis U/A bei Rohren ist 4/d. Damit ergibt sich

a-U o-4 80-4
—— L= |— L= /——-0,05=3]1.
\/X-A \/k-d 20-0,004 3

Damit folgt aus Bild 2-10 als relativer Fehler 10 %. Die Gastemperatur wird also um
etwa 20 K zu niedrig angezeigt.

b) Wie kdnnte man die Messgenauigkeit erhéhen?

Dazu musste, soweit mdglich, das Thermoelement tiefer in die Gasstrébmung ragen
und der Durchmesser des Rohres mit dem Thermoelement verringert werden. Wrde
man das Thermoelement mit 10 cm doppelt soweit in die Strdbmung ragen lassen, so
wirde der Fehler bereits vernachlassigbar klein werden.

Beispiel 2-7: Sonnenkollektor

In den Rohren eines Sonnenkollektors stromt ein Warmetragermedium mit einer na-
hezu konstanten Temperatur von Tk = 45 °C. Berechnen Sie die maximale Tempera-
tur auf der Absorptionsflache (A = 95 W/m/K) zwischen zwei Rohren!

Der Absorptionskdrper ist s = 0,5 mm dick. Der Abstand zwischen den zwei Rohren
betragt L = 80 mm. Die Energiestromdichte der Sonnenstrahlung kann mit

g = 400 W/m? angenommen werden, wobei Verluste bereits beriicksichtigt sind.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 49,,,,,,,,,,,,,,,,, -

48 -

Temperatur [°C]

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 47,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, __ _

46 -

-0,04 -0,02 0 0,02 0,04
x [m]

Skizze 2-6:  Berechneter Temperaturverlauf des Sonnenkollektors

Der Temperaturverlauf ergibt sich wiederum aus der Energiebilanz flr eine differen-
tielle Lange dx. Die absorbierte Sonnenstrahlung ist gleich der Anderung des geleite-
ten Warmestroms. Mit der Breite B und der Querschnittsflache B-s des Sonnenkol-
lektors folgt mit Gleichung (2-49)

d*T

q-B-dx=-A-B-s-——-dx.
X

Als Randbedingungen gelten
T(x=L/2)=T,  und
dT/dx(x=0)=0.

Als L6sung der Dgl

_a
dx? A-s

erhalt man die Parabel

. L 2
T=T + 9 l:(—j —xz}.
2-N-s [\ 2

Far die maximale Temperatur in der Mitte bei x = 0 ergibt sich somit

2
Thax =45°C+ 400 W/m 0,042 m? =517 °C.
2.95 W/m/K-0,0005 m
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2.7 Leitung mit gleichverteilten Warmequellen

Beispielsweise von elektrischem Strom durchflossenen Leitern, wie Elektrokabel,
Heizstrahler und Graphitelektroden, oder bei Kérpern, in denen chemische Reaktio-
nen oder Kernspaltungsprozesse ablaufen, treten Uber ihr Volumen verteilte Warme-
quellen auf. Qualitativ stellt sich dann ein Temperaturverlauf wie im Bild 2-11 ein.
Exemplarisch wird im Folgenden der Fall behandelt, dass diese Warmequellen w,

im Volumen des Korpers gleichverteilt und stationér sind. Der Warmeleitkoeffizient A
wird wiederum als temperaturunabhangig angenommen.

A1 | T |
%/ %/ Isolierung
— S/ 2R sAq—
T4
Tr=0
TW
TU
’ R O R "

Bild 2-11:  Qualitativer Temperaturverlauf in einem elektrischen Kabel

Die im Volumen erzeugte Warme w, [W/m?®] muss zum Rand hingeleitet werden.

Da der Warmestrom zum Rand stetig hdher wird, nimmt folglich auch der Gradient
zu. Als differentielle Energiebilanz gilt, dass die Erhéhung des durch die Dicke der
Schicht dr geleiteten Warmestroms gleich der in dieser Schicht erzeugten Warme ist

dQ, =w,-A(r)-dr (2-73)

wobei A die bei Zylindern und Kugeln vom Radius abhangige Mantelflache bedeutet.
Mit dem FOURIERschen Warmeleitansatz erhalt man

d aT . (2-74)
—|=A-Alr)] —=w,-Alr).
CERAELS = - Al)
Durch partielle Differentiation ergibt sich

2 2-75
29T a1 dA G o (2:75)

dr? dr A dr a

Mit den Flachen
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A =B-L =konstant (Platte) (2-76)
A=2-m-r-L (Zylinder)

A=4.7-r? (Kugel)
folgt als Dgl
2 _ 2-77
0 & b=, dT G &7
dr r dar ¢

mit dem Formfaktor

1 fir Platte (2-78)
2 far Zylinder
3

b
b
b fur Kugel.

Als Randbedingungen gelten am Rand

daT (2-79)
“A—]| =k (T. =T
dl’ |r_R ( w u)
und in der Mitte auf Grund der Symmetrie
.90 -0 (2-80)
dr

Hierin ist k der Warmedurchgangskoeffizient, der sich aus der Warmeleitung durch
die Isolierung (nur bei Elektrokabeln vorhanden) und dem konvektiven Warmeuber-
gang an die Umgebung zusammensetzt. Als Lésung der Dgl erhélt man

A(T-T,) 1 {1_@)12%] (2-81)

w,-R2  2b| (R) kR
Der Temperaturverlauf wird also durch eine nach unten gedffnete quadratische Pa-

rabel dargstellt. Vom praktischen Interesse ist zum einen die maximale Temperatur-
differenz im Kérper, flr die aus der obigen Gleichung

1 R? (2-82)
w _W “—_

2.b 1 A
folgt. Bei Kupferkabeln ist diese Temperaturdifferenz wegen der sehr hohen Warme-
leitfahigkeit und dem relativ geringen Durchmesser in der Regel vernachlassigbar
klein. Zum anderen ist die Temperaturdifferenz zwischen der Wand und der Umge-
bung von Bedeutung, da die Wandtemperatur die H6he der zulassigen Temperatur
des Isoliermaterials nicht Uberschreiten darf.

Aus Gleichung (2-71) ergibt sich wiederum
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T -T :l.w R (2-83)
Yt p Yk

Je gréBer die Warmequelle und der Durchmesser und je niedriger der Warmedurch-
gangskoeffizient ist, desto héher ist die sich ergebende Kabeltemperatur.

Fdr den in einem Stromkabel oder Heizstrahler erzeugten Warmestrom gilt
Pa-L (2-84)
A b

q

Qzlgl'Ra =|§|'

wobei |, der elekirische Strom, R, der elekirische Widerstand des Kabels, p,, die

elektrische Leitfahigkeit, L und A, die Lange bzw. der Querschnitt des Kabels bedeu-
te. Mit dem Volumen A -L folgt fir die Warmequellendichte eines Zylinders

W —9=|2 Pea _2. P (2-85)

q_V el Az el 7_':2.|:{4'

Damit ergibt sich aus Gleichung (2-83) der Zusammenhang zwischen dem notwendi-
gen Kabeldurchmesser d und der Stromstarke

(2-86)
i I2| “Pel

— e

d= —el el
{ﬁk(ﬂ—nﬂ
Je hdher der zulassige elektrische Strom ist, desto dicker muss also ein Elektrokabel
sein.

Beispiel 2-8: Heizstrahler

Ein Heizstrahler aus Stahl hat eine Lange von 1,2 m und einen Durchmesser von
8 mm. Er wird mit einer Leistung von 6 kW betrieben.

a) Wie groB ist die Temperaturdifferenz im Querschnitt?

Die Warmequelldichte betragt

Q _ 4Q

W, = = .
AL L

Damit ergibt sich als Temperaturdifferenz im Strahler aus Gleichung (2-65)

. R? Q
W._

1
““op A 2b-m-L-A
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Diese ist somit also unabhangig vom Durchmesser und proportional zur Leistung
(Warmestrom). Als Warmeleitféahigkeit von Stahl bei hohen Temperaturen gilt néhe-
rungsweise 28 W/m/K. Damit folgt

B 6000

To—T.= =142 K.
2-2-m-12-28

b)  Wie hoch ist die Oberflachentemperatur des Strahlers?
FOr den abgestrahlten Warmestrom gilt
Q=¢.6-T! n-d-L,

da T, << Ty, ist. Als Emissionsgrad der oxidierten Oberflachen kann man 0,7 anneh-
men. Damit folgt

T = ( 6000

1/4
- - ~1496 K = 1223°C
07-567-10°.7%-8-10° 12

Beispiel 2-9: Elektrokabel

Elektrokabel aus Kupfer sind mit einer Querschnittsfliche von 1,5 mm? je Strang fiir
eine Stromstarke von 16 Ampere und mit 0,75 mm? fiir 10 Ampere zugelassen. Von
welchem Warmedurchgangskoeffizienten der Isolierung und Verlegung wird dabei
ausgegangen, wenn man als maximale Temperaturdifferenz zwischen Kern und Um-
gebung von 20 K annimmt?

Aus Gleichung (2-86) folgt fiir den Warmedurchgangskoeffizienten

k_iMl
o T,-T, d&

Die zugehdérigen Kabeldurchmesser sind 1,38 und 0,97 mm. Die elektrische Leitfa-
higkeit von Kupfer betragt p,, =0,018 Q-mm?*/m (Q=V/A, V-A=W).

4 16°-A*.00180-10°m _, 0 W
m®  20K-1,38°-10°m’ m?.K

und von 0,75 mm?

4 10%-A%.0,018 Q-10°m W
2 3 9.3 =54 2
T 20K-0,97°-107m m--K



