Oberflacheninteqgral

Gunstige Voraussetzung fir eine erfolgreiche Berechnung des Oberflachenintegrals ist eine
Parameterdarstellung der Flache.

Parameterdarstellung einer Flache

Vorstellung:
Ein ebenes Flachenstiick D wird stetig zu einem Flachenstick S im Raum verformt.

v

u

Dabei geht der Punkt (U,v) T D tber in den Flachenpunkt (X(U,V); Y(u,v); Z(u,v)) T S mit dem
Ortsvektor T (U,V) = [x(u,v), y(u,v), Z(u,V)] . Das heiR3t, der Punkt auf der Flache besitzt raumliche
Koordinaten (X,Y,2), wird aber tiber die Parameter (U,V) gewissermaRen ,adressiert".

Die Abbildung (u,v) ® F(u,v) mit den Komponenten X = X(u,v), y = y(u,v), Z= z(u,V) heit Pa-

rameterdarstellung von S.
Die beiden unabhangigen Veranderlichen U und V heiRen Parameter, Parameterbereich ist D.

Halt man in der Parameterdarstellung des Ortsvektors T (U,V) = [x(u,v), y(u,v), Z(u,V)] einen der
Parameter konstant, werden die Parameterlinien U = Ug und V = Vg auf der Oberflache dargestellt.

Nun lassen sich entlang der Parameterlinien die Tangentenvektoren durch Differenzieren (partielle
Ableitungen) bestimmen.
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My (Ugs Vo) :% r(Ug,Vo)
M, (Up, Vo) = %F(UWVO)

sind damit die Tangentenvektoren an die
Parameterlinien U = Up und V= Vo im Punkt T (U,,V,).

Beide Vektoren spannen eine Tangentialebene an S im
Punkt T'(U,,V,) auf - vorausgesetzt, sie sind linear unab-
héangig.

Das Kreuzprodukt T, (U,,V,)" T,(U,,V,) steht senkrecht auf beiden Tangentenvektoren, also senk-

recht auf der Tangentialebene . Der entsprechende Einheitsvektor 1(U,,V,) in dieser Richtung heil3t
Flachennormale im Punkt.

Flacheninhalt einer gekrimmten Flache

Den Inhalt einer gekrimmten Flache wird in 3 Schritten berechnet:
Zerlegung der Flache in Elemente,
Approximation der Elemente durch (kleine) Parallelogramme,
Summation und Grenziubergang.

Hierzu wird die eben dargestellte Parameterdarstellung der Flache bendétigt.

1. Schritt: Zerlegung in Elemente

Die durch X =x(u,V), y=Y(u,v), Z=2z(u,Vv) gegebene Flache wird, wie oben zu sehen,
durch die Parameterlinien in Flachenelemente zerlegt.

2. Schritt: Approximation

Das von den vier Parameterlinien U = Up, U= Ug + Du, v = Vp, V= Vg + Dv eingeschlossene
Flachenelement wird durch ein Parallelogramm DSin der Tangentialebene genahert. Das Paral-
lelogramm wird durch die Vektoren I, Du und T, Dv gebildet.

Der Flacheninhalt des Parallelogramms erhélt man aus
dem Kreuzprodukt:

DS =|r,Du’ F,DV =|F,” T,|DuDv.
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3. Schritt: Summenbildung und Grenziibergang

Wird die Flache in die Elemente DS zerlegt, ergibt sich als Approximation fur den Flacheninhalt
S@DS +DS, +..+D§, = alr (U, V)" T, (U, V)| Dubv

Bei standiger Verfeinerung der Flachenelemente erhé@lt man den genauen Wert des Flachenin-
halts:

S=Ilim

n® ¥

QJ°:

|ru CAEA ’Vi)|DUD‘/'

i=1

Damit ergibt sich der gesuchte Flacheninhalt der gekriimmten Oberflache zu

S=@).(u,v)" f,(u,v)|dudv

D

Beispiel:

Zu bestimmen ist die Oberflache eines hyperbolischen

Paraboloids Z = y2 - X2, der von einem Zylinder x* + y2 =
ausgeschnitten wird.

Wie oben angegeben Uberfuhrt man die Darstellung in die
glnstig zu bearbeitende Parameterform:

Mit 20=y+X und 2V=Y- X ergibtsich

F(uv) =[u- v,u+v, duv] mit u?+v2 £%

Unter Verwendung der oben abgeleiteten Formel fiir die Oberflache:

T T
S= ﬂ_u ﬂV dUdV mit dem Parameterbereich D ergeben sich
=[LL4V]; [114] [4“ 4y, - 4u- 4v, 2]

AL 2\/8(u +v?) +1

fu ﬂv

Fir die gesuchte Oberflache ergibt sich

I~
=1
Nll—‘

Ein Ubergang zu Polarkoordinaten erweist sich als sinnvoll.
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Oberflacheninteqgral einer skalaren Funktion

Neben der Berechnung des Flacheninhalts teils recht kompliziert geformter Oberflachen lasst sich der
Formalismus des Oberflachenintegrals auch zur Lésung anderer Aufgabenstellungen nutzen.
Beispiele dafur: - Masse einer gekrimmten Folie mit inhomogener Dichte,

- Oberflachenladung eines Korpers

- Moment und Schwerpunkt eines gewdlbten Blechs

- Flussigkeitsstrom oder Warmestrom durch gekrimmte Oberflachen.

Dazu wird auf der Oberflache eine Belegungsfunktion f(X, Y, ) definiert. Diese ordnet jedem Flachen-
punkt (X, Y, 2) T S einen Wert (z.B. der Dichte) zu. Eine konstante Belegungsfunktion

f(X, y, z) = const. = ¢ fihrt zu dem Trivialergebnis der Gesamtbelegung der Oberflache cS.

Ist jedoch f(X, Y, Z) variabel, so ermittelt man die Gesamtbelegung mittels Integration:

1. Schritt: Zerlegung in Elemente

Wie bereits bei der Berechnung von Flacheninhalten mittels Oberflachenintegral gezeigt, wird die
Oberflache in Elemente DS;....DS, zerlegt.

2. Schritt: Approximation

Die Belegungsfunktion wird ndherungsweise fiir jede Teilflichen DS konstant angenommen. Fiir
jede Teilflache DS am Punkt (X, yi, z)I S wird fi = f(X;, Vi, Z) angenommen.

Das ergibt den Naherungswert fiDS fiir die Belegung des Elements DS und als Approximation
der Gesamtbelegung M die Summe

M » fDS + f,0S, +...+ f DS,.

3. Schritt: Summenbildung und Grenzilbergang

Versucht man sich dem genauen Wert zu ndhern, gilt es, die Flachenelemente gegen Null gehen
zu lassen (bzw. N® ¥ ). Damit kann die Belegungsfunktion dann tatsachlich als konstant in je-
dem Flachenelement angenommen werden. Die Gesamtbelegung erhélt man zu

M =lim(f,DS +...+ f,DS,).

Die rechte Seite entspricht der bekannten Formulierung des Integrals: (p)fdS,
S
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also ist M = d‘)de.
S

Die praktische Berechnung dieses Flachenintegrals erfordert eine geeignete Darstellung von S,

Berechnung

Vorausgesetzt die Flache S ist in Parameterdarstellung (wie oben gezeigt) gegeben, so erfolgt die
Berechnung durch Zerlegung der Flache durch das oben bereits dargestellte Netz von Parameterli-
nien. Wie auch oben schon gezeigt gilt:

DS @, (u;,v,)" F,(u,,v;)JDuDv.

Damit ergibt sich fur die Gesamtbelegung

M = @ f (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) %7, (u,v) " F, (u,v)|dudv

wobei D der Parameterbereich ist.

Zusammengefasst:

Die Gesamtbelegung der Oberflache ergibt sich aus der Integration von dM = f (X,y, 2)dS, wobei

.

fu v
Integrationsbereich ist dabei der Parameterbereich D der Parameter U und V.

unter dS= dudv verstanden wird.

Beispiel:

Ist eine Flache S mit Masse einer bekannten Verteilung ( I (X, Y, Z) ) belegt, so gilt
dm=r (x,y,2)dS

Die Gesamtmasse lafdt sich berechnen:

m=qy (XY, 2)dS
S

In gleicher Weise laf3t sich z.B. die Gesamtladung einer geladenen Flache bei bekannter Verteilung ermitteln.
Zur Ausfiihrung der Berechnung empfiehlt es sich, das oben gezeigte Schema zu nutzen:

- Parameterdarstellung

- Ableitung und Flachennormale berechnen

- Integrationsgrenzen festlegen

- Integration ausfiihren.
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FluR durch eine Flache

Wir wollen die betrachtete Fléche wie schon bisher durch den Normalenvektor fi(X, Y, Z) charakteri-
sieren. Ein solcher Normalenvektor sollte in jedem Punkt der Flache definiert sein.

Wird nun diese Flache S von einem Vektorfeld (z.B. einer Stromung mit bekannter Geschwindigkeits-
verteilung) durchsetzt, lasst sich an jedem Punkt der Oberfla-
che das Skalarprodukt aus Geschwindigkeitsvektor und Nor-
malenvektor bestimmen:

VoA =V(XY,2)°n(XY,2)

Damit erhalt man eine auf der gesamten Flache S definierte
skalare Funktion.

Das Flachenintegral dieser Funktion

GV n) ds
S

wird als Fluss oder Vektorfluss von V durch S bezeichnet.

Im Beispiel unserer stationdren Stromung stellt das Integral das pro Zeiteinheit die Flache durchstré-
mende Flussigkeitsvolumen dar. Das ist leicht nachzuvollziehen — das Skalarprodukt V >fi lasst sich

als Hohe eines Quaders verstehen, dS als dessen Grundflache. Das Volumen hat also eine Dimen-
sion [Flache xGeschwindigkeit], was bei einer stationdren Stromung gleichzeitig [Volumen / Zeit] ist.

Berechnung

Zur Berechnung des Flusses wéhlen wir wieder die Parameterdarstellung des Ortsvektors ' und
damit der Flache S

x=xu,v); y=yu,\v); z=2z(u,v)

Diese Parameterdarstellung sollte so gewahlt sein, dal3 an
allen Stellen der Flache

U ([P (¢
R

10 gilt.
u \Y ﬂu ﬂV al

Der Einheitsvektor N(X, Y, z) ergibt sich dann zu

_ r,’ T
n(x,y,z) = ‘f—f
r r

u v ‘

Und der gesuchte FluR des Vekton‘eldes V durch die Flache S ist

YV )ds = @g/ |

“l <
-

g#r*u r,| dudv = (dv,u, - |>dudv
vt
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dabei bezeichnet [\7, r

Sonderfall

Der Graph zZ=h(X,Y) hat die Parameterdarstellung

F(xy,2) =[x v, h(x,y)].

U,FV] das Spatprodukt des Vektors V und der Tangentenvektoren T, T, .

Damit ergibt sich fiir den Fluss des Feldes V durch die Flache S in Richtung der positiven z-Achse:

YV )dS = GV, . T, Joxay
S D

éll V2 V3l;|
= Gifetal O h ixdy
° &0 1 h}j

=@~ vih - v.h, +v;)dxdy
D

Beispiel
Der Fluss des Feldes V = [3y, 2X, 0]

2 3
durch das ebene Rechteck Z=6- —Yy- —X

betragt in Richtung der positiven z-Achse

45 . . ..
Cfg 3y>€e£9- ZX?;::‘ E9+ Ogdxdy=£
) é20g & 3g g 8
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