Losungsmethoden

Differentialgleichungen erster Ordnung
Fur gewisse Typen von Differentialgleichungen Iat sich ein Weg angeben, auf dem
man, die Lésung der Differentialgleichung auf Quadraturen d.h. auf das Ausrechnen von

Integralen, zurtickfGhren kann.

1. Typ: y'=f(x)g(y)

* Trennung der Variablen:
d
== (00
dx

Y d
g(y) S0

j% :j F(x)dx+C

» Ergebnis: Abhangigkeit y(x) in der impliziten Form G(y) = F(x) + C.

Beispiel: x'+y=0
& __&
y X
Iny=-Inx+InC
_C
y__
X
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2. Typ: y'=f(y/x)

+  Substitution z = y/x Y =xz; V' =xz'+z

die Dgl. heiRt dann: xz'+z=f(2)

Diese Gleichung ist vom Typ 1 und 1aRt sich durch Variablentrennung I6sen:

Zr:f(z)_z
X
IL: ﬁ:lnx+c
f(z)-z X

e Ausder Lésung z = z(x,C) lalt sich die Losung des Ausgangsproblems gewinnen: y = y(x,C)

Beispiel: (x+y)y' +(x—-y)=0

Y
-X -1
y=2 Tt xz'+z=
y+X X+1 z+1
X
+
(22 1)dzz—ﬂ
z7+1 X
%ln(z2 +1)+arctanz =—Inx+InC Jxi+yt = Cexp(—arctanl)
X

Fuhrt man Polarkoordinaten ein, so bekommt die allgemeine Lésung die Form: r = Ce™

Das sind als Graphik betrachtet logarithmische Spiralen.
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3. Typ: Die lineare Differentialgleichung a(x) y + b(x) y = ¢(x)

» lineare Dgl.“ heil’t: y(x) als auch y', y" usw. liegen im ersten Grad vor,

Produkte dieser Grofden (etwa yy') kommen nicht vor.
* "homogene Dgl." heil’t: das von y und y” freie "Stérungsglied" c(x) fehlt;

mit c(x) heif’t die Dgl. ,inhomogen®.

! nur bei linearen Differentialgleichungen wird homogenen und inhomogenen unterschieden !!
e LoOsung:

- Streichung des "Stérungsgliedes" c(x)

- die nun homogene Gleichung durch Trennung der Variablen I6sen
a(x)y'+b(x)y =0
d b
& __bx) dx

y a(x)

y=Cn(x)  mit ﬂ(x):GXp(— I%dxj

- durch Variation der Konstanten die Lésung der inhomogenen Gleichung finden.

Lésungsansatz - Variation der Konstanten
y=Cn(x),  y=Cnlx)+Crn(x)
C(x)(x) sollte dann Losung der Dgl. sein; wir suchen den unbekannten Teil: C(x)

Eingesetzt erhalt man:
a(x){C'(x) +Cy'(x)} +b(x)CN(x) = ()
a(x)N(x)C"' +{a(x)' +b(x)} C = c(x)

Da n(x) eine L6sung der homogenen Gleichung ist, so verschwindet der Klammerausdruck:

a()N(x)C" = c(x)

r_c(x)
-~ a(xn(x)
= I—c(x) dx +C,
a(x)n(x)
Die allgemeine Losung lautet somit: V= Cn) +/7(x)j i();)CZX)
a(x)n(x

Zur allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung tritt also noch eine Funktion hinzu,

die ihrerseits eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.
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Beispiel: xy' —y=x"cosx

Lésung: Verstimmeln: xy'=y=0
. dy _dx
Trennung der Variablen! —_=— > y=Cx
y b
Variation der Konstanten: y =C(x) x y'=Cx+C
Einsetzen: x (C'x+C)—-Cx = X’ cos x

C’=cos x

C=sinx+Cy

Demnach allgemeine Losung: y =(C; + sinx) x

Dr. Hempel / Mathematisch Grundlagen - Differentialgleichungen 1. Ordnung Seite 4



4.Typ: Dgl. nach Bernoulli ax) y +b(x)y =c(x) y'

* Dgl. von Bernoulli 143t sich auf die lineare Dgl. zurtckfihren.

T

+ Division durch y": a(x)Ln + b(x)ln = ¢(x)
y y
N . 1
neue Veranderliche: z(x) = —
y
ul ;o D
es ergibt sich: y=zl y' = [z 3 Y _
I-n y' 1-n

und die Differentialgleichung bekommt die Form:
a(x) ,
#z +b(x)z =c(x)
-n

Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fiir die Funktion z(x).
Ihre Lésung sei z = ¢(x) + C{(x).

Die allgemeine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung ist dann:

y={p+cgin

Beispiel: xy' +2y—xy> =0
L 2
Umformen: — t—=x
yoy
- 1 __Z . ,
Substitution:  y=— |, y=-= und somit —-xz +2z=Xx
z z
Verstimmeln, homogen l6sen: z=Cx?
Variation des Koeffizienten: z=C(x)3? Z'=C'G*+CR2x

—x(C'* +C2x)+2CE* = x
-C'R=x

:l+C1

X
z=x+C, & =x(1+Cx)

1

77 x(1+Cx)

Hinweis:

Lésungsmaglichkeit auch mit 2 aufeinander folgenden Substitutionen: , =Y und , =%
X X
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5.Typ: Clairautsche Differentialgleichung y=xy +fly)

» besonders einfach zu l6sen, obgleich f(y") beliebig komplizierte Funktion von y’sein kann.

» Ersetzt man y’ durch C, so hat man bereits die allgemeine Lésung: y = Cx + f(C)

Dies ist eine einparametrige Geradenschar. Die Einhiillende dieser Schar, sofern eine solche exis-
tiert, ist eine singulare Lésung der Differentialgleichung. Man findet sie, wie wir friiher sahen,

indem man die allgemeine Lésung partiell nach C (bzw. die Differentialgleichung nach y') differenziert

und aus beiden Gleichungen den Parameter C (bzw. y') eliminiert.

Beispiel: (-1)y?=2xyy +y*-1=0
Wenn man die Dgl. anders schreibt, erkennt man sie als Clairautsche Dgl.:

(xy -y)f=1+y?

Xy =y =1+ "7

Die allgemeine Lésung lautet demnach

Cx—y=+1+C?

Das ist die Gleichung aller Tangenten an den Einheitskreis X2 + y2 =1, die, wenn man die freie
Konstante C durch -cota ersetzt, in die Hessesche Normalform x cosa + y sina = 1 Gbergeht.

Der Einheitskreis selbst ist eine singulare Lésung der Differentialgleichung.
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_(Ax+By)y+ax+fy
(Ax+By)x+ax+by

6. Typ: Dgl. von Jacobi

» Diese Differentialgleichung von Jacobi &Rt sich durch geeignete hintereinander auszufihrende
Substitutionen immer in eine Bernoullische Differentialgleichung tiberfiihren.

* man dividiert Zahler und Nenner durch x, substituiert z = y/x:

(A+Byjy+a+ﬁy
' X X ] . ,
y = mit V=xz, y =xz +z
(A+Bij+a+by
X X
+ +q+ + _ _ 2
folgt xz'+Z:(A Bz)xz+a+fz XZ':a (B-a)z—bz
(A+BZ)X+a+bZ (A+BZ)x+a+bz

, 1
Gunstigerweise sucht man x als Funktion von z (leichter als umgekehrt) mit: z' = —
X

Y= (A+ Bz)x* +(a+bz)x
a+(B-a)z—bz’

Dies ist eine Differentialgleichung vom Typ 4 fur die Funktion x(z).

Beispiel: 2Ty mxy
(x=y)x+x+y
, _ v _(=z2)xz-1-z , 1+2z+7°
Mity = xz wird xz +z = Xz =—-—
(I-z)x+1+z (I-z)x+1+z

—-Z)x*+(1+
Mitz =1 x ==Y HIra
(1+z)

(1+z2)°’x"+(1+2)x+(1-2)x>=0  (Bernoulli)

(1+z)2iz+(1+z)l+(1—z)=o
X X

Mit u = 1/x und u’= -x"/x* wird

(1+2)u' -(1+z2)u=1-z inhomogene Dgl. — homogen l8sen!
du _ dz
u 1+z

Losung: u=C(l+z)

Variation der Konstanten usw. Ergebnis:  y=-x—c(x—-1)+ \/c2 (x—1)* +2cx°

Dr. Hempel / Mathematisch Grundlagen - Differentialgleichungen 1. Ordnung Seite 7



7. Typ: Dgl. von Riccati a(x) y +b(x) y + c(x) y* = f(x)

Unterschied zu Dgl. von Bernoulli: Glied der rechten Seite
laf3t sich auf eine Bernoullische Dgl. zuriickfihren,

wenn es gelingt, eine partikulare Loésung y = n(x) zu finden.
Ansatz: y=n(x) + z(x)

Einsetzen in die Dgl. ergibt:

a(x)z' + (b(x) + 2c(x))z +c(x)z> Haeyy + b + (o} = £(x)

Da n(x) als Losung der vorgelegten Differentialgleichung vorausgesetzt wurde, ist der Ausdruck

in der geschwungenen Klammer gleich f(x) und es bleibt fir die unbekannte Funktion z(x) die Dif-

ferentialgleichung:
a(x)z'+(b(x) +2¢(x)n)z + ¢(x)z> =0
Das ist eine Bernoullische Differentialgleichung, die man durch den Ansatz: z=1/u

auf eine lineare Differentialgleichung zuriickfihren und I6sen kann.

Beispiel: x(x—1)y' —(1+2x)y+y* +2x=0

Man erkennt leicht, dal® y =1 eine Losung ist. Wir machen daher den Ansatz:y=1+z
und bekommen

x(x—1)z' =(1+2x)(1+z)+(1+z) +2x=0
x(x—1)z'+(1-2x)z+z° =0

mit z=1u : —x(x—Du'+(1-2x)u+1=0
Allgemeine Lésung: u :L+L
x—1 x(x-1)
2
- - +
Somit: Z:M und y:1+X(x ) _x"+C
x+C x+C x+C

Dies ist die allgemeine Losung der vorgelegten Riccatischen Differentialgleichung.
Da die allgemeine Lésung der linearen Differentialgleichung die Form

u=@(x)+Ce(x)
hat, so hat die Bernoullische Differentialgleichung der vorliegenden Art die Lésung

_ 1
T p(0) +Co(x)

und demnach hat die Riccatische Differentialgleichung stets eine allgemeine Lésung der
Form:

_ 1 _ _P(x)+CYP(x)
v =n(x) +m oder anders geschrieben y = W

Die allgemeine Losung der Riccatischen Differentialgleichung ist gebrochen in C.
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